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×åòâåðòûé òóð. Ëèãà òàêòèê

1. Òðîéêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x, y, z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy2+y = (x+1)z2+z.
Äîêàæèòå, ÷òî y − z ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

2. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Íà ñòîðîíå AD íàøëàñü òî÷êà X òàêàÿ, ÷òî
∠BXC = 90◦. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABX è CDX ïåðåñåêàþò ñòî-
ðîíó BC â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî (òî÷êà K áëèæå ê òî÷êå B, ÷åì òî÷êà L) è
ñàìè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Îêàçàëîñü, ÷òî BK = LC. Íàéäèòå óãîë KFL.

3. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî a2+b2+c2 = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:
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4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâèìû â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
(Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.)

5. Äàíî ìíîæåñòâî M = {1, 2, . . . , 15}. Ìîæíî ëè âûáðàòü íåñêîëüêî ñåìèýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàM òàê, ÷òîáû ëþáûå òðè ýëåìåíòà ëåæàëè ðîâíî â îäíîì
âûáðàííîì ïîäìíîæåñòâå?

6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê AM � ìåäèàíà, à îòðåçîê BD �
âûñîòà. Îêàçàëîñü, ÷òî îòðåçîê MD � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà AMC. Äîêàæèòå,
÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà AMB, à òàêæå òî÷êè A è B ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

7. Äâîå ïî î÷åðåäè êðàñÿò ðåáðà íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî ãðàôà: ïåðâûé � â êðàñíûé
öâåò, âòîðîé � â ñèíèé (ïåðåêðàøèâàòü íåëüçÿ). Âòîðîé âûèãðûâàåò, åñëè ñèíèé ãðàô
îêàæåòñÿ ñâÿçíûì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó íåãî åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî ãðàô
ñîäåðæèò äâà ñâÿçíûõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäãðàôà, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ
âåðøèí ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ó èñõîäíîãî ãðàôà.

8. Ïóñòü π � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, . . . , 2010. Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêó π êóáè÷íîé,
åñëè ïåðåñòàíîâêà π3 òîæäåñòâåííà. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî êóáè÷íûõ ïåðåñòàíî-
âîê äåëèòñÿ íà 3335.

9. Íàéäèòå âñå òàêèå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà x, ÷òî ÷èñëà x2+2x è x3−6x ÿâëÿþòñÿ
ðàöèîíàëüíûìè.

10. Â òàáëèöå m× n ðàññòàâëåíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì â êàæäîì ðÿäó
(ñòðîêå èëè ñòîëáöå) åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà
ñòîèò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ñóììû ÷èñåë â ýòîé ñòðîêå è ýòîì ñòîëáöå ðàâíû.
Äîêàæèòå, ÷òî m = n.


